PISM 3 - QUESTOES ABERTAS — GABARITO

1) Determine a equagdo da circunferéncia que passa pelos pontos A(2,5), B(6,—3) e C(10,-1).

Solucdo:

Sejam r a reta que passa pelos pontosAeBesa
reta que passa pelos pontos B e C.

Coeficientes angulares das retas r e s:

-3-5 -8 -1+3 2
a=——=—=-2 ¢ a = =—
6-2 4 10-6 4
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Sejam M e N os pontos médios dos segmentos AB
e BC, respectivamente. Entdo tem-se:

m=(228.58) (e

2 2
N=(6+10,i_1j=(8,—2).
2 2

Sejam m e n as mediatrizes dos segmentos AB e
BC, respectivamente. Como essas retas sio perpendiculares as retas r e s, respectivamente, tem-se que:

Coeficiente angular dasretasmen: a , = e —iz :% e a,=—"—=-
a —

r S

Equacdo da reta m: y—l=%(x—4) ou y =%x—1.
Equagdo daretan: y+2=-2(x—8) ou y=-2x+14.

1
. A . N . ==x-1
O centro O da circunferéncia se encontra na intersecdo das retas m e n. Resolvendo o sistema y 2

y=-2x+14

encontra-se Xx=6 e y =2, que sdo as coordenadas do centro da circunferéncia.

O raio R dessa circunferéncia é dado, por exemplo, como a medida do segmento OA. Entio

R=d(0,A)=/(6-2) +(2-5) =25 =5.

Portanto, a equacéo da circunferéncia é (x—6)2 +(y- 2)2 =25.



2) Considere o sistema

(a+1)z=b
x+az=0
ay+z=2

x+ay+(a+l)z=2

sendo a#—1.

Classifique o sistema em funcdo dos parametros a e b.

12 Solucao:

Note inicialmente que a 42 equagdo pode ser obtida somando-se a 22 e a 32 equagOes do sistema. Portanto,
pode-se desconsiderar a 42 equacdo do sistema dado, pois esta é redundante, ndo agrega nova informacao.

Como a#-1, da 12 equacdo tem-se z = Ll Substituindo esse valor de z na:
a+

e 2%equacdo, obtém-se: x=—a—b;
a+l

2a+2-b _2a+2-b

e 3?equacdo, obtém-se: ay:Z—L, ou seja, ay=————, donde y=—————, para a=0.
a+1 a+1 a(a+1)

Portanto, o sistema tem solucdo Unicase a=-1e a=0.

Finalmente, se a=0, o sistema se reduz a:

N X N
1l
N O T

que so terd solugdo se b =2 e, nesse caso tera infinitas solucdes pois todo terno ordenado da forma (0, y, 2)
sera uma solucdo do sistema, qualquer que sejay. Assim, se a=0 e b= 2, o sistema ndo tera solugéo.

Assim, o sistema
a) admite solucdo Unica quando a=-1 e a =0, qualquer que seja b.
b) admite infinitas solu¢Bes quando a=0¢e b=2.

) ndo admite solucdo quando a=0e b=2.



22 Solucdo:

Da 12 equacdo tem-se: z = Ll jaque a=—1. Substituindo esse valor de z na 22 e 32 equacgdes obtém-se,
a+

. ab 2a+2-b
respectivamente, x=———e y=——

= istopara a=0.
a+1 y a(a+1) P

Verificando estes valores na 42 equacdo tem-se:

x+ay+(a+1)z:(—a—bj+a 2a+2-b +(a+1)( b j:— ab +2a+2_b+b=2(a+1)=2,jéQUe
a+1 a(a+1) a+1 a+l (a+1) a+1

a=-1.Logo, para a=-1 e a=0, o sistema tem solugdo Unica, que € dada por

ab 2a+2-b b
S=<| - , , )
a+l a(a+1) a+l

Finalmente, se a=0, o sistema se reduz a:

N X N
1l
N O T

que so terd solugdo se b =2 e, nesse caso tera infinitas solucdes pois todo terno ordenado da forma (0, y, 2)
sera uma solucdo do sistema, qualquer que seja y. Assim, se a=0 e b= 2, o sistema ndo tera solugéo.



3) Seja p(x) um polinémio tal que p(0)=1e p(2)= p(-2)=9. Determine o resto da diviséo de p(x)
por q(x)=x(x"-4).
Solucdo:

Sabe-se que
p(x)=q(x)d(x)+r(x) =[x(x2 —4)Jd (X)+r(x) (¥

onde d(x) e r(x) séo respectivamente o quociente e o resto da diviso euclidiana de p(x) por q(x), ou

seja, gr[ r(x)]<gr[q(x)]=3. Dairesultaque gr[r(x)]<2.

Logo r(x)=ax*+bx+c, para certos a, b e c reais.

Como séo conhecidos os valores de p(0), p(2)e de p(—2) , calcularemos seus valores a partir de (*):
p(0)=0(0)d(0)+r(0)=|0(0*~4)|d(0)+r(0)=r(0)=c

[2(2°-4)|d(2)+r(2)=r(2)=4a+2b+c
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p(-2)=a(-2)d(-2)+1(-2)=| (-2)((-2)" ~4) |d (-2) +(-2) =r(-2) = 4a~2b-+
Dai se o obtém o sistema:

c=1
4da+2b+c=9
4a—-2b+c=9

Donde se obtém:

4da+2b=8
4a—-2b=8

Somando as duas equacdes tem-se a =2 e, consequentemente, b=0.

Logo, o resto da diviséo do polinémio de p(x) por g(x) € o polindmio r(x)=2x*+1.



4) Seja p(x)=ax*—-2x—(3a+2) sendo a=0.
a) Mostre que p(x) tem duas raizes distintas.

Solucao:

Tem-se que
A=(-2)"-4a[—(3a+2)]=4+12a"+8a=4(3a+2a+1).
Considerando agora o trinémio q(a) =3a°+2a+1, tem-se que:
A, =2°-4(3)(1)=-8<0.
Portanto, q(a)>0 paratodo aeR. Consequentemente, A>0 paratodo ae R, jaque A=4-q(a).

Assim, p(x) tem duas raizes distintas, qualquer que seja acR".

b) Suponha que as raizes x, e x, de p(x) satisfacam x, <1< x,. Mostre quea- p(1)<0.

Solucao:
Ha dois casos a serem analisados:

1°) a>0. Neste caso a parabola tem concavidade voltada para cima e como 1 esta entre as raizes x, e x, de
p(x), segue que p(1)<O0. Logo, a-p(1)<0.

2°) a<0. Neste caso a parabola tem concavidade voltada para baixo e como 1 esta entre as raizes x, e X,

de p(x),segue que p(1)>0. Logo, a-p(1)<O0.

Portanto, a- p(1)<0.

c) Calcule os valores de a para que as raizes x, e X, do polindmio p(x) satisfagcam a relagédo x, <1<X,.
Solucgéo:

Se asraizes x, e x, de p(x) satisfazem x, <1< Xx,, entéo, do item (b) pode-se afirmar que a- p(1)<0.
Mas p(l)=a-2-(3a+2)=—2a-4.

Assim, a(-2a—4)=-2a’—-4a<0, donde a’+2a>0, ou seja, a(a+2)>0.

Dai vem que a<-2 ou a>0.



5) Dada uma reta r no plano, seu coeficiente angular m_ fornece sua inclinagéo em relacdo ao eixo das

abscissas, e é definido pela tangente de 6, onde 0<f0<7 e 0 # % sendo € o angulo que a reta r forma

com 0 semi-eixo positivo das abscissas. O coeficiente angular pode ser facilmente calculado se conhecemos

dois pontos P(X,,Y) € Q(X,,Y,) ertencentes aretar. y

@:yQ_yP

De fato m, =tgé = .
MP X, —Xp

Dados trés ou mais pontos no plano, dizemos que eles séo

colineares se pertencem a uma mesma reta.

Usando a nocdo de coeficiente angular, verifique se os pontos
A(-12), B(1,3) e C(6,6) séo colineares.

Solucdo:
Os pontos A, B e C serdo colineares se pertencerem a uma mesma reta.

Seja m, o coeficiente angular da reta s definida pelos pontos A e B. Entéo:

Yo=V¥a_ 3-2 _1

= Xg =X, 1—(-1) 2’

Seja m, o coeficiente angular da reta t definida pelos pontos B e C. Entao:

m = Ye=Ye _ 6-3 3
Xe—Xg 6-1 5
Comparando os valores encontrados para m, e m, concluimos que a reta que passa pelos pontos Ae B é

distinta daquela que passa pelos pontos B e C.
Portanto os pontos A, B e C ndo sdo colineares. Veja a representacéo abaixo.
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