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Questdo 1 — O quadro, a seguir, representa uma quadra de futsal e dois times, o time de camisa branca e o time
de camisa preta, representados por ¢ e e, respectivamente, distribuidos em um determinado instante do jogo.

O goleiro do time de camisa preta esta na posicéo (3,4) do plano cartesiano e deseja passar a bola ao longo de
uma reta para o jogador com melhor condicdo para chutar a bola ao gol adversario (jogador menos marcado e
mais proximo ao gol).

a) Supondo que o jogador escolhido pelo goleiro do time de camisa preta faca o gol, calcule a menor
distancia percorrida pela bola partindo do goleiro ao gol adversario.

Temos que a menor distancia é dada por D =d(J,,J;)+d(J,,G), onde G(16,5) (ponto da linha do gol (reta
x =16), cuja reta que passa por J, e G é perpendicular a essa linha).

Logo D =1/(x = %,)* + (¥, = ¥5)? +/(% = %)? + (Y5 — Yo)? =4/(3B-1D% +(4-5)? +/(11-16) +(5-5)* =+/65+5uc.

b) Prove que a distancia obtida no item a desta questéo é realmente a menor.

Basta mostrar que a distancia minima de J, ao gol corresponde a distancia de J, a um ponto G do gol cuja
reta que passa por esses pontos é perpendicular a linha do gol (determinada pela reta X =16).
De fato, seja d =d(J,,G) e considere h=d(J,,G), onde GZG e, G pertence a linha do gol. Observe

que os pontos J,,G e G formam um triangulo retangulo em G. Logo pelo Teorema de Pitagoras

h?=d?+,

onde S=d(G,6). Logo h? >d? e portanto h>d.
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c) Escreva a equacdo da curva (ou lugar geométrico) determinada pelos pontos (X,Y) cuja distancia ao
goleiro do time de camisa branca na posicéo (16,4) é igual a distancia desse goleiro ao jogador J,.

Sejam P(X,y) e G, o goleiro do time de camisa branca, entdo d(P,G;) =d(Gg, J,), ou seja,

JX=%) 2+ (Y= Yo)? =4/(% = Xe)2 + (Vs — Yo)? = (X—16)7 +(y—4)? =4/(L1-16)% +(5—4)’

= \/(X‘16)2+(Y‘4)2 =J26 = (x-16)%+(y-4)? = 26.

Portanto a equacio da curva é (X—16) +(y —4) = 26, logo a curva é uma circunferéncia centrada em
C(16,4) eraio r =+/26.

d) Obtenha o cosseno de 8, onde 6 é o angulo determinado pelas retas I, e I,, sendo que I, passa por J,
e J; e I,que passa por J; e Js.

Considere o tridngulo de vértices J;,J; e A, retangulo em A, onde ALT,. Logo A(114). Dessa forma

3 3 _3J/73

cosé = = =
d(J,J) 73 73

Questdo 2 — Decomponha o polindmio p(x)=x"-x em p(x) = p,(X)P,(X) p;(X) p,(X) p;(X), de forma que
p,(X), p,(X), ps(X) tenham grau 1 e p,(X), ps(X) tenham grau 2 e ndo possuam raizes reais.

Temos que p(x) =X’ —x=x(x® —1) . Decompondo o Ultimo fator temos P(X) = x(x> =D (x* +1).
Lembrando que X° —a°® =(x—a)(x* +ax+a’) obtemos P(X) = X(X—1)(X* + X+ (x+1D(x* —x+1).

Sabemos que uma equagc&o quadratica do tipo ax* +bx+c=0, onde a,b,cOIR,a# 0, & irredutivel em

IR (n3o possui raizes reais) se A =b*—4ac<O0.

Assim os polindmios X* + X+1 e X* —x+1 s&o irredutiveis, pois A =—-3<0.

Desta forma,
P(X) = P, (X) P, (X) P (X) P4 (X) Ps (X),

com PO)=% P0=X-1 P0)=x+L P (0 =K +x+Le py(x) =3 ~x+L.
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Questdo 3 — Considere uma circunferéncia de centro C(a,b) de raio 1. Sabendo que essa circunferéncia é
tangente as retas 2Xx+y—-3=0 e y=0, e que o centro C esta situado no segundo quadrante, obtenha as
coordenadas de C.

Sabendo que a distancia do ponto C(a,b) areta cx+dy+e=0 ¢ dada por

d_|ac+bd+e|
Vet +d?

E como o raio da circunferéncia é 1, segue que a distancia de C a qualquer uma das retas tangentes dadas é

d=1

Assim a distanciade C areta y=0 ¢é

Logo b=%1.

Por outro lado, a distancia de C areta 2x+y-3=0 ¢é

|2a+b-3
d=—-—"=1.
J5

Como o centro esta no segundo quadrante, temos que b =1, substituindo o valor de b na igualdade acima
obtemos

2|a—]4:\/§,
J5

entdo a=1+—.
2

Portanto como o centro esta situado no segundo quadrante, a =1—
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Questdo 4 — Dado um grupo com 3 mulheres e 8 homens, obtenha o nimero de filas distintas com 5 pessoas,
contendo em cada fila exatamente 2 mulheres.

Temos que o numero possivel de filas é dado por

| | | |
R.CS.C: =5! 3 8 =100 2L | 2L ) =120.168 =20160.
’ 21(3-2)!1 )| 3!(8-3)! 2111 )\ 315!




UFJF — MODULO Il DO PISM — TRIENIO 2009-2011 — GABARITO DA PROVA DE MATEMATICA

Questao 5 — Uma inddstria farmacéutica fabrica trés produtos, A, B e C, usando trés tipos de substancias X, Y e
Z. Para a fabricacao de cada litro de A, séo utilizados 1 ml da substancia X, 2 ml de Y e 4 ml de Z. Para cada litro
de B, 1 ml da substéncia X, 3 mlde Y e 5 ml de Z e, para cada litro de C, 1 ml de X, 1 ml de Y e 7 ml de Z.
Determine quantos litros de cada um dos produtos A, B e C foram fabricados com 5 litros de X, 11 litros de Y e 27
litros de Z.

Sejam X,V e Z a quantidade em litros dos produtos A,B e C, respectivamente.

1 1 1)(x 5000 X+ y+z=5000
Temos |2 3 1||y|=[11000 | - 2x+3y+z=11000
4 5 7)\z 27000 4x+5y+7z=27000

Logo para determinar os valores de X,Y e Z devemos resolver o sistema de equacdes lineares acima.

Usaremos escalonamento.

Considere a matriz associada ao sistema:

1 1 1 5000 1 1 1 5000 1 1 1 5000

2 3 111000 ~ |0 1 -11000 ~|0 1 -11000

4 5 727000).-t2 (0 1 37000 ) (0 O 46000
Ly - Ly—4Ly

Assim obtemos o0 seguinte sistema

X+ y+2z=5000
y—2z=1000
4z = 6000

Portanto z= &:)O =1500 e como y-2z=1000, segue que Yy =2500. Além disso, como X+ Y+ z =5000,

obtemos X =1000. Logo foram produzidos 1litro do produto A, 2,5 litros de B e 1,5 litros de C.
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