PRO-REITORIA DE GRADUACAO — PROGRAD
UNIVERSIDADE CONCURSO VESTIBULAR 2010

FEDERAL DE Juiz De FORA

‘ﬁjf COMISSAO PERMANENTE DE SELECAO — COPESE

Prova de Matematica

Vestibular 22 Fase
Resolucéo das Questdes Discursivas

Sao apresentadas abaixo possiveis solugdes para as questdes propostas. Nessas
resolucdes buscou-se justificar as passagens visando uma melhor compreenséo do leitor.

1) O polindmio p(X) =2x* + x* +6x% + 4 x +1 foi dividido por um polinémio d(X) e obteve-se, por
quociente, o polindmio q(x) = x%+3 e, por resto, um polindmio £ x). Sabe-se que /‘(—1) =0e

r(1)=2.
a) Determine os graus dos polindmios d(X) e f x).

Solucao:

Designaremos por gr(f)o grau de um polinémio f(x). Assim, g/‘(p) =4 e gr(q) 2.
Pelo algoritmo da divisdo tem-se que p(x) = a’(x) . q(x) + r(x), com gr(r) < gr(d) ou r(x) =0.
Dai, segue que:

gr(p)=g’(d)'g’(q)=>4=gf(d)-2:>gr(d)=2

Como /‘(1) = 2, fica descartada a possibilidade de se ter r(x) =0 e, portanto tem-se, obrigatoriamente,

or(r)<gr(d)=2.
Agora, como r(1) # /’(—1), o polinbmio r(x) ndo é constante e, portanto,

gr(r)=1.




b) Determine os polindbmios d(X) e f x).

Solucdo:

Sabemos, por (a), que /’(X) =ax +b. Entdo:

r(-1)=a(-1)+b=0=>-a+b=0 (1)
r()=a()+b=2=a+b=2 (2

Somando membro a membro as equacgées (1) e (2), obtemos b =1 e, consequentemente, a =1.

Com isso tem-se r(x) =x+1.

Agora, como p(X) = d(x)-q(x)+r(x), para se obter o polindmio d Xx), basta dividir o polinémio

p(x)-r(x) por g(x):

4 3 2 2
2x +X +6X +3X X +3
4 2 2
-2X -6x 2X +X

3
X +3x
3
X -3x
0

Portanto, d()() =2x’+ x.



2) Dizemos que X, € R é ponto fixo de uma fungdo f: R >R se f(XO) =X,.

a) Verifique se a fun¢do/ : R — IR, definida por f(x) = x? —4x +6 possui ponto fixo e, em caso

afirmativo, determine seu(s) ponto(s) fixo(s).
Solucao:
Seja x, um ponto fixo da funcdo f dada. Entdo
F(X,)=x:—-4x,+6=x,= x;—5x,+6=0.
O conjunto solugdo da ultima equagdo é {2,3} .
Portanto a fun¢do f dada possui dois pontos fixos: 2 e 3.

b) Seja g: R — R uma fun¢do da forma g(X) =ax +b.Determine @ e b paraque g admita dois

pontos fixos X, e X, distintos.

Solucao:

Sejam X, e X, pontos fixos distintos da fun¢do g . Entdo

g(x)=ax,+b=x,=(a-1)x,+b=0 (1)
g(x,)=ax,+b=x,=(a-1)x,+b=0 (2)

Fazendo (2) — (1) obtém-se: (a - 1)(X2 - X1) =0.

Como X, # X, segue da Ultima igualdade que a = 1.

Substituindo o valor de &, encontrado acima, em (1) ou (2) encontra-se 6 =0.



3) Considere a reta r determinada pelos pontos P e Q e a circunferéncia A, de centro C, que passa pelo

ponto A, conforme representados no plano cartesiano abaixo.

Determine a equacao da reta s, perpendicular a reta r, tangente a circunferéncia 4 e que contém pontos
do 22 quadrante.

Solucdo:
- - 1-4 3
Inicialmente calcula-se o coeficiente angular daretar: m_ = 5.3 3 -1.

Como s é perpendicular a r, tem-se que, o
coeficiente angular da reta s é:

1 1
m =——=——=1.
s m -1

Seja t a reta que passa por C e pelo ponto de
tangencia M entre a reta s e a circunferéncia 4.

Entdo t € paralelaaretar, m, = —1e,

consequentemente, a equacao de t é dada por:

t:y—1:—1(x—1)
t:y=2-x

A equacdo da circunferéncia A é dada por:

(X—1)2+(y—1)2 = R” onde R:\/(3—1)2+(2—1)2 :«/Eéoraio de 1.

Portanto, a equacdo de A é dada por: (X —1)2 +(y —1)2 =5



Como M = AN, aabscissa do ponto M pode ser encontrada substituindo-se )y =2 — x na equac¢do de 4
. Obtém-se entdo:

2 2 2 2 5 «/_ \/_ J_O
(x=1) +(2-x-1) =5=2(x-1) =5=(x-1) = S X- 1_+TXT :1J_rT

, . J10
Como M é um ponto do 22 quadrante, sua abscissa é negativa, donde: x =1—

Dai, y:2—( —@]:y:1+@ é aordenada de M .

Portanto, a equacdo de s serd dada por:

o

s:y:x+«/ﬁ



4) Nessa questdo trataremos do processo de reduc¢do ao 12 quadrante das fungdes trigonométricas de um

arco f e [O,ZE] .Seum arco f tem extremidade C no 22 quadrante, podemos obter um arco «, com

extremidade no 12 quadrante, tal que senf3 =sena e cos ff =—CoS« . Para isso, consideremos o

triangulo OCD, retangulo em D, representado no circulo trigonométrico abaixo. Note que, nesse triangulo,

OC =1 e o0 angulo agudo COD = 7 — 3. Tomando
a = — [ e utilizando as raz8es trigonométricas em um

A

triangulo retangulo obtemos:

sena:sen(ﬁ—ﬂ):C—D=Q=CD e
ocC 1

COSCZ:COS(?Z—ﬂ):@:@:OD.
ocC 1

Por outro lado, senf =CD e cos f=-0D.

Portanto, senff =sena e COS f =—COS« .

mT-f

Considere um arco f com extremidade no 32 quadrante como ilustrado no circulo trigonométrico abaixo.

Procedendo como acima, escolha adequadamente um arco «, com extremidade no 12 quadrante, e
obtenha seng e cos  em fungdo de sena e cosa, respectivamente.

Solucao:

Considere o triangulo OCD, retangulo em D, na figura ao lado. Note que, nesse triangulo, OC =1eo
angulo agudo COD = 8 — 7 . Escolhendo a = 8 — 7, do tridngulo OCD tem-se que:

B-m

_cD D

sen a=sen(,6’—7z)—%:T=CD:>CD:sen a
e cosa:cos(ﬁ—ﬂ):%:g:OD:>OD:cosa.

Por outro lado, senf =—-CD e cos 3 =-0OD. Portanto,
senf =-sena e COS f =—COS .



5) Sejam a e b numeros reais positivos que satisfazem simultaneamente as duas equacdes abaixo:

2log, a +4log, b =5
log, a—log, b=-3
Calcule o valor de @°6° e expresse o resultado na forma de uma fragdo irredutivel.
Solucdo:
2log, a+4log, b =5=log, &* +log, b* =5=log, a’b* =5=a’ph* =2° (1)

Iog4a—log4b:—3:>Iog4%:_3:%:43332% )

Multiplicando, membro a membro, as equacdes (1) e (2) obtém-se:
(azb4)x a =25><16.
b 2

1
Portanto, a°b° = >
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